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ЛІНЕАРИЗУВАННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ТЯГОВОГО 

ЕЛЕКТРОПРИВОДУ ПОСТІЙНОГО СТРУМУ  

Вступ 

Побудова математичної моделі з елект-

ричним приводом постійного струму для 

транспортних засобів передбачає урахуван-

ня перехідних процесів, які в свою чергу 

пов’язані з накопиченням або розсіюванням 

електромагнітної енергії в колах машин, а 

також механічної енергії обертаючих мас 

при переході від одного постійного стану 

до другого. Переважна більшість різних пе-

рехідних процесів у системі електричної 

тяги призводить до різкої зміни струму 

якоря двигуна (частіше його збільшення). У 

цих режимах помітно виявляється вплив 

індуктивності обмоток, нелінійність магні-

тних характеристик, вихрових струмів у 

магнітопроводах і ін. При цьому спостері-

гаються суттєві ускладнення в роботі дви-

гунів, пов’язані в основному з тим, що змі-

на магнітного потоку значно відстає за ча-

сом від зміни струму отже, затримується 

зміна ЕРС, а рівновага напруг досягається 

тільки за рахунок збільшення спаду напру-

ги в якірному колі, тобто струму якоря. 

У системах регулювання тяги та гальму-

вання в електрорухомому складу об’єктом 

регулювання звичайно вважають тяговий 

двигун. Статичні характеристики двигунів 

– залежності від струму якоря магнітного 

потоку )i(Ф , швидкості )i(V  та сили тяги 

)i(F  – а також характеристика індуктивно-

сті )i(L  нелінійні [1 – 9]. Нелінійність за-

лежностей зумовлена кривою намагнічу-

вання, впливом вихрових струмів та розма-

гнічувальною реакцією якоря. 

В першому наближені, розглядаючи тя-

говий електропривод як лінеаризований 

об’єкт, можна припустити, що відхилення 

вхідних величин від сталих значень малі. В 

межах цих малих відхилень регульовані 

величини можна замінювати  в точках, що 

відповідають сталому режиму. 

Метою наукової роботи є розробка ма-

тематичної моделі тягового електроприво-

ду електровозу постійного струму для дос-

лідження впливу зміни напруги в контакт-

ній мережі на тяговий електропривод. 

Для досягнення поставленої мети необ-

хідно: 

- визначити та лінеаризувати основні рі-

вняння та залежності, що описують процес 

роботи електропривода – тягового двигуна 

електровоза ДЕ1; 

- розробити динамічну структуру за сис-

темою лінеаризованих рівнянь та проаналі-

зувати її; 

- побудувати частотні характеристики 

роботи тягового електропривода; 

- провести моделювання перехідних 

процесів в електроприводі при раптовій 

зміні напруги та буксуванні колісної пари. 
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Математична модель тягового 

електродвигуна 

В статті розглядається електровоз пос-

тійного струму з індивідуальним тяговим 

приводом послідовного збудження. Такий 

привід можна представити у вигляді одно-

вимірної електромеханічної системи, в якій 

керованою величиною є дотична сила тяги 

на ободі колісної пари. Керуючим впливом 

на привід буде напруга живлення двигуна. 

Режим управління приводом залежить від 

швидкості руху електровоза і струму дви-

гуна [10]. 

На основі електричної схеми електрово-

за ДЕ-1 [1, 2] побудовано еквівалентну еле-

ктричну розрахункову схему електропри-

вода (рис. 1), де процес енергоперетворення 

представлений в приростах, відносно поча-

ткового рівноважного стану, основних ве-

личин: вхідна координата – приріст вхідної 

напруги кu , а вихідна – відповідний йому 

приріст швидкості V . 

 

Рис. 1. Еквівалентна розрахункова схема 

тягового електроприводу 

На рис. 1 використано такі позначення: 

яR  – опір обмотки якоря; яL

 

– індуктив-

ність обмоток якоря; вL  – індуктивність 

обмотки збудження; вR

 

– опір обмотки 

збудження; шL –  індуктивність шунта; 

шR – опір шунта;

 
дu

 

– приріст напруги, 

прикладеної до двигуна; е

 

– приріст ЕРС 

двигуна. 

Для оцінки динамічних властивостей 

приводу необхідно мати диференціальні 

рівняння, які складаються на базі розрахун-

кової схеми (див. рис. 1). Методика отри-

мання рівнянь динаміки тягового приводу з 

певними припущеннями приведена в [10 – 

13]. 

При складанні рівнянь було обумовлено, 

що магнітний потік, струм, проти-ЕРС, мо-

мент на валу і напруга, що підводиться до 

двигуна, мають малі відхилення від сталих 

значень. При таких змінах відхилення сили 

тяги і швидкості також приймаються мали-

ми. Крім цього, при складанні рівнянь пе-

редбачалося, що задані статичні характери-

стики )i(Ф , )i(V , )i(F  представляють со-

бою залежності магнітного потоку, швид-

кості і сили тяги від струму відповідно. Ці 

залежності отримують аналітично або екс-

периментально для конкретних типів дви-

гунів. 

Диференційне рівняння, що зв’язує на-

пругу дu  зі струмом i  має вид [3 - 5]: 

 euRi
dt

di
L  д , (1) 

де L  – індуктивність, R  – активний опір 

двигуна, e  – електрорушійна сила (ЕРС). 

Задавши малі прирости координатам i , 

дu , e  щодо початкового рівноважного ста-

ну, визначеного струмом 0i , напругою 0дu , 

та ЕРС 0e  і підставивши ці вирази в дифе-

ренціальне рівняння (1), було отримано: 

 


)ii(R
dt

)ii(d
L 0

0   

 )ee()uu(  0д0д . (2) 

Враховуючи, що 00 
dt

di
L  і для почат-

кового рівноважного стану рівняння 

0д00 euRi  , диференційне рівняння (2) 

приймає вигляд: 
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 euiR
dt

)i(d
L 


д . (3) 

В операторній формі рівняння (3) можна 

записати у вигляді 

  euk)s(i)sT(  д11 1 , (4) 

де c.
R

L
T 063501   – стала часу; 

м91410
1

1 C,
R

k   – коефіцієнт передачі. 

Передаточна функція, що зв’язує вхідну 

)s(e)s(u  д  і вихідну )s(i  координа-

ти: 

 106350

19410

11

1
1







s.

,

sT

k
)s(W

.  (5) 

Аналогічно було знайдено передаточні 

функції для інших рівнянь, які описують 

процеси енергоперетворення в тяговому 

двигуні в приростах відповідних величин 

для регулювання двигуна постійного стру-

му послідовного збудження. Отже, лінеари-

зована система рівнянь в малих приростах 

така: 

 










































);s(wk

)s(Fk)sT)(s(V

,ikF

,ФkVke

,ikФ

,euiR
dt

)i(d
L

i5

кд52

4кд

33

2

д

1

 (6) 

де 2k  - коефіцієнт, отриманий після апрок-

симації характеристики намагнічування 

ik)аiаiа(Ф  2102
2

03 23 ; 


3k , 


3k - 

коефіцієнти отримані з рівняння приросту 

ЕРС при збільшенні швидкості 

ФkVk)VV(Ce 





 331 ФФ , 

4k  – кутовий коефіцієнт дотичної до кривої 

)i(Fкд при малих прирощеннях, 

i

F
k






кд
4 ; 

5k , 
5k  – коефіцієнти, отрима-

ні при виведенні рівняння прирощення 

швидкості, 
)Vaa)((m

n
k

21ел
5

21 


 , 

Vaa
k

21
5

2

1




 , де n  – кількість колісних 

пар електровозу, елm  – маса електровоза,  

  – приведений коефіцієнт інерції мас, що 

обертаються, 2Т  – стала часу, 

)Vаа(
Т

21
2

2

1


 , (при визначенні коефі-

цієнтів 


5k , 


5k  і 2Т  коефіцієнти 1a , 2a   - 

це ті, що використаються в рівнянні основ-

ного питомого руху поїзда 
2

2100 VaVaaw  , [2, 3, 6])   – перевід-

ний коефіцієнт значення якого відповідає 

вимірюванню ваги потягу в кН, сили тяги в 

Н, швидкості в км/год, питомого опору ру-

ху в Н/кН і часу в с , iw – питомий опір ру-

ху від ухилів та кривих. 

Рівняння в зображеннях по Лапласу ма-

ють вигляд: 

 

 




































).s(Ф)s(W)s(V)s(W)s(E

),s(M)s(W)s(F

),s(Ф)s(W)s(I)s(W)s(M

),s(I)s(W)s(Ф

,)s(E)s(U)s(W)s(I

55

4

33

2

1

 (7) 

Передаточні функції: 

 
22 k
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)s(Ф
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


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
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sT

k
)s(W . (8) 
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У рівняннях ΔI(s), ΔФ(s), ΔM(s), ΔE(s), 

ΔU (s) - зображення відхилень струму, маг-

нітного потоку, моменту, протидії ЕРС і 

напруги відповідно. ΔF (s) і ΔV (s) - зобра-

ження відхилень сили тяги F і швидкості V. 

Крім зображень відхилень змінних в рі-

вняння (1) входять передаточні функції. 

Передаточна функція відповідає аперіодич-

ної ланки першого порядку, а передаточні 

функції – пропорційним ланкам. 

Передаточна функція містить постійну 

часу, яка визначена індуктивністю і оміч-

ним опором двигуна. інші передаточні фу-

нкції мають коефіцієнти передачі, що зале-

жать від параметрів двигуна, тягової пере-

дачі, а також від статичних характеристик, 

розглянутих вище. 

Рівнянням (7) відповідає структурна 

схема, наведена на рис. 2. Спрощена струк-

турна схема дана на рис. 3, яка містить три 

передаточні ланки )s(Wе1 , )s(Wе


2  – ком-

біновані ланки, )(5 sW


 – передаточна фун-

кція пропорційної ланки, де 

))s(W)s(W)s(W)(s(W)s(W)s(Wе





 323411

 
1

5522





)s(W)s(W)s(W)s(Wе ,  (9) 

Передаточна функція системи за вхід-

ною напругою ∆U(s) при ∆V(s)=0 
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1
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

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





323

323 . (10) 

 

Рис. 3. Перетворена структурна схема 

одновимірної електромеханічної системи 

приводу 

 

 

Рис. 2. Структурна схема одновимірної електромеханічної системи приводу 
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Рис. 4. Перетворена структурна схема тягового електродвигуна з регулюванням швидкості 

 

Як зазначалося раніше )s(W)s(W 51   - 

передаточні функції типових ланок [1]. 
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Отже передаточна функція системи 

 
sT

k
)s(W

е

е
UF

1

1

1
 , (11) 

де 1еk  - коефіцієнт підсилення системи, 

1еT  – постійна часу. 
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Для тягового електродвигуна ЕД-141У1 
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,
)s(W UF 5

104851
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

 . 

Структурну схему тягового електродви-

гуна з регулюванням швидкості дано на 

рис. 4. Передаточна функція контуру з ре-

гулюванням швидкості обертання ротора 

двигуна з регулятором напруги має вигляд: 
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Частотні характеристики 

електропривода 

Для побудови частотних характеристик 

використовуємо передаточну функцію дви-

гуна по вхідній напрузі дu  і виходом по 

швидкості V  має вигляд: 
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Логарифмічні амплітудно-частотні та 

фазо-частотні характеристики (ЛАЧХ та 

ЛФЧХ) для заданого тягового двигуна дано 

на рис. 5, 6. 

Передаточна функція дозволяє отримати 

перехідну характеристику тягового елект-

ропривода. Графік перехідної характерис-

тики наведено на рис. 7. 
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Рис. 5. Логарифмічна амплітудна частотна характеристика 

 
Рис. 6. Логарифмічна фазова частотна характеристика 

 
Рис.7. Перехідна характеристика тягового двигуна 
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Проаналізуємо отримані результати. Ча-

стотні та часові функції, їх характеристики 

і те, що  показує, що привод 

електровоза ДЕ1 має властивості аперіоди-

чної ланки другого порядку. Характеристи-

чне рівняння має другий порядок.  

01281434750
22

 .. . 

Згідно критерію Гурвіца необхідна і до-

статня умови стійкості – позитивні коефіці-

єнти характеристичного рівняння. Ця умова 

виконується і тому тяговий електропривод 

типу ЕД-141У1 електровоза ДЕ-1 є стійким. 

Висновки 

Основні результати полягають у наступ-

ному: 

- створено математичну модель тягового 

електропривода електровоза ДЕ-1, яка до-

зволяє досліджувати динамічні режими ро-

боти, обумовлені допущеннями моделі;  

- математична модель складається з 

трьох форм: перша форма – лінеаризовані 

диференційні рівняння; друга  – структурні 

схеми та передаточні функції; третя – час-

тотні характеристики.  

Запропонована математична модель мо-

же бути використана для будь-якого виду 

тягового електроприводу постійного стру-

му з урахуванням його особливостей. 
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